1 


رياضباات العمعصر 


| تههيد 
الرياضيات من أقدم فروع المعرفة » وهي »والفلك ؛ اقدم العلوم . ولقد نبوات اارياضيات 
منذ القدم » مكانا عاليا فى حياة الانسان » ولعبتدور؟ اساسيا فى مختلف شئونه » لذلك كانت 


ويعتبر كتاب « أصول الهندسة » لاقليدس منأعظم الكتب الرياضية تأثيراً فى نفكير الالسان » كما 
أنه أكبرها اثرآفى تطور الرياضيات منذد حواليالفي سنة حتى مطلع هذا القرن ٠‏ ومن العسير 
على المره أن بعد" كتبا كثيرة لها مثل هذا التأثير . فلو اعثيرنا « الأصول » مثالا من كتب العصسور 
القديمة » لأمكن اعتبار كتاب « الحبر والمقابلة » للخوارزمي مثالا“ من كتب العصور الوسطى »© 
لان منه نشأ اسم الحبر وانتشر موضوع الجبرالهندسي . أما فى العصور الحديثة بعد ظهور 
الحضارة الفربية » فقد نشرت كتب عديدة أثركف الرياضيات »© وتركت فى هيكلها الطباعمات 
واضحة . فكتاب « الأسس »© لنيوسن : الذىوضع فيه أول تصوير دقيق للظواهر الطبيعية » 
وكتاب « البحوث » لكاوس » الذى رسم في هخطوطا واضحة لمختلف فروع الرياضيات »© 
وكتاب « الأسسس الرياضية » لوابتهيد ورس ل( » ص 1١5١‏ )يد الذى عرضت فيه أول محاولة 
جريلة لاستخلاص الرياضيات من مبادىء منطقيةمحددة فتصيعح بذلك منطقا تطبيقيا » هذه الكتب 
وغيرها تعتبر أمثلة من كتب العصور الحديثة , 





الدكتور محمد واصل الظاهر رئيس قسم الرياضيات بجامعة الكويت كان رئيسا لقسم الرياضيات بجامعة بفقداد 
كما كان عميد! لكلية العلوم له بحوث مبتكرة منشورة في فروععديدة هن الرياضضصيات المعاصرة كما له مؤلفات فى حوالبها 
العامة والتاريخية , 


د نشير الارقام الموضوعة بين المعفوفتين الى الراجع فى آخر البحث , 
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عالم الفكر ب المجلد الثائي ‏ العدد الأول 


اسم بورباكي لوطسم (7 4 دن ١١18‏ )محاولة رائدة لعرض الرياضيات العصرية كبناء 
منطقي موحد مستتدك على مُصادرات ) أوموضوعات أو مسلمات ) محددة وواضحة ٠‏ 
ونشرت هذه المدرسة الفكربة سلسلة من الكتب »تعتبر من أروع كتب هذا العصر فى الرياضيات 
عديدة قادمة » كما ستؤثر فى الحضارة البشريةبرمتها » لأن طبيعة الرياضيات حضارية فى 
الأصل 1١١(‏ »ص ١8؟).‏ 

عاش أقليدس حوالي ..؟ ق.م (5 )اجا )فى هدبنة الاسكندرية » وعمل أستاذا بجامعتها , 
ولم يصل الينا من مؤلفاته سوى كتاب « اصولالهندسة » الذى استعمل لأكثر من الفى سنة » 
وفى مختلف أقطار العالم ٠‏ وقد ترجم الى عمدةلفات » لكن الترجمة العربية تعتبر أهمها جميعا » 
الأفررقية هيث:ق يننة-1151 (:1) واجرى فى ترخنته مثارنات مسبهية مع الترجمات العريينة 
التي 'تناولته بكثير من العناية '( )1١‏ . 

اشقعك اقليدس فى أصوله على مجموعة من التعاريف والفرضيات 0 واحتوت تعاريفه على 
أفكار متعلقة بالخطل والمستوى والراوية وغيرهامن الأشكال. أما فرضياته » والتي عددها عشرة؛ 
الأولى بالمفاهيم العامة 239 مو«وبوروون كما سمى الثانية بالمصادرات ( أو الموضوعات أو 
المسلمات ) 25 وتنص الفاهيمالعامة (" ص "؟ ) على ما ياتي : 

. الأشياء المساوية لشيء واحد متساويةفيما بيئها‎ )١( 

(؟) اذا أضيفت كميات متساوية الى أخرىمتساوية » تكون النتائج متساوية . 

( ؟ ) الأشياء المتطابقة متساوية . 

( 5 )الكل أكبر من جزئه . 

وأما المسادرات فتنص على ما بأتي : 

٠ )من الممكن الوصل بين أى 92 تقطتين بخط مستقيم‎ ١( 

[1) يجوز مد' قطعة المستقيم من جهتيها الىغر حد” . 

( ) يمكنرسم الدائرة اذا علم مركزها ونصف قطرها . 

( ؛ ) الزوايا القوائم متساوية . 

( 5) اذا قطع مستقيمان يثالث » بحيث كانمجموع الراويتين الداخليتين الواقعتين على جهة 


واحدة من القاطع اقل من قائمتين » فا نالمستقيمين يتلاقيان فى تلك الجهة من القاطع اذا 
مد"! الى غير حد" . ١‏ ش 


ولا يعرف بالضبط كاذا اراد اقليدس أن يقيدنفسه بالمفاهيم والمصادرات التسع الأولى الى 


اتمى حد ممكن . فقد اشتق ثمانيا ومشريننظرية دون استعمال المصادرة العاشرة التي 
فين 





انض 


رياضيات الفخصر 


عرفت » فيما بعد » بمصادرة التوازى ٠‏ وقتدتوفق فى عمله الى اشتقاق نظريات مهمة مثل 
(11 4 صم ) : مجموع أى زاوبتين فى مثلثآقل من قائمتين . ولم يستعمل اقليدس فرضيتة 
العاشرة الا فى برهان نظرية 29 والتي تقول بانه :اذا قطع مستقيمان متوازيان بقاطع فان الزاويتين 
الداخليتين المتبادلتين متساويتان ») والزاوتينالخارحيتين الداخليتين متساويتان » وكذلك 
مجموع الزاويتين الداخليتين الواقعتين على جهةواحدة من القاطع يساوى قائمتين . 


أو اتوي الدع مناه الليد درق قال الشيق بها يد 4 اسار رائما فى الضسحت فاضي 
ون الوقف اللرق اتشلى اتليس الخو تطادر امو مهاد( ايسان مده أماويا يحدى يد فى 
البرائات الزناملة وقييها . الددمن اليتم انعرف المرء الع أى تعد بمكفية أن سين برنيسورن 
معينة » وما هو تأثير كل قيد من الفيود .,.+* 


وعقب اقليدس » رحب الرياضيون بفرضياتهالا فرضيته العاشرة . فمع أن الرياضيين لم 
يتمكنوا من نكران صحتيا » الا انهم اعتقدوا أزمكانها الصحيم بين النظريات لا بين الفرضيات . 
لذلك أراد عدد غير قليل من الباحثين أن ستنتجهله العبارة من العبارات التسع الأخربات .. 
ولقد اتخذوا لذلك سبلا متنوعة » منها مباشرةومنها فير هباشرة . فملهم من حاول أن 
سرهننظرية 9؟ دون استعمال الفرضية العاشرة»كما أن منهم من أراد اشتقاق احدى العبارات ©» 
المكافئة لها منطقيآ » من بقية الفرضيات . وعلىوحه العموم » يمكن نحديد المحاولات التي قام 
بها الهندسيون فى هذا المحال بثلاث : 


١‏ حاولالبعضاستخلاص الفرضية العاشرةباستخدام الفرضيات التسع الأولى » آملين بذلك 
نقلها الى حظيرة النظربات ( أو القضايا ) , 


؟ - واراد آخرون أن يستفنى عن الفرضيةالعاشرة عن طريق اثبات نظرية 1؟ بدونها . 


؟- وسلك قسم ثالث طريقا غير مباشر »بمحاولة الافادة من نقيض الفرضية فى اثلباك 
الفرفبية .ذاتها » وهو الطريق. الوسوع بخلافالفرض: + للك :أساف مولا تقيض الف فسية 
العاشرة الى الفرضيات التسع » وبدأوا باشتقاقنظريات جديدة على امل الوقوع فى نضارب 
متطتي #ولكن شين من ذلك لم يحدث: ! 


ولقد استمرت هذه اللمعارك المريرة هدة تزيدعن ألفي سنة ©» خرحت بعدها فرضية التوازى 
اكثر نضوجآ واغنى فكرة . وكان من نتائس هلهالدراسات الشاقة ولادة عصر جح ديد فى 
الرياضيات . فنشا من جراء ذلك موضوع اس الرياضيات علما قائما بذانه » وتفرعت عنه 
مواضيع عديدة من أهمها : المنطق الرياضي ؛وفلسفة الرياضيات ؛وما وراع الرياضيات . هذا 
بالاضافة الىالهندسات اللا اقليدية التي اصبحتعاوما لا تقل اهمية عن الهندسة الاقليدية من 
الناحية النظرية أو التطبيقية . 


أن دراسة طبيعة الرياضيات المعاصرة ومعر فةالاسس التي تقوم مليها » واللغة التي نستخدمها 
والوسائل التي تتبعها » أمر مهم » سواء بالنسبةان يشتغل فى الرياضيات أو من يستعين بها فى 
الانيستقال بالعلوم بالاخيرها. ٠‏ أان الرباضبات تستكدم اطرية الجمؤمات لنة فق التشير ) وطرضيق 
المصادرات 01مطامم ءزوسرونرع أسلوبا فى البحث والدراسة فى أغلب الأحيان . لذلك سوف نلتثاول 
هذين الموضوعين »؛ فيما بأتي» بشيء من التفصيل والعناية » ولكن دون استعمال طريقة المصادرات 
(ه ) للمجموعات , 
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عالم الفكر ب المجلد الثاني المدد الأول 


؟ ب نظرية المجموعات ووه 02 ورمع 


يواجه المرء فى حياته اليومية أصنئافا متنوعةمن الأشياء . فالمادرس بتعامل مع صتف من 
الطلبة »؛ وبجالس الشخص صئفا من الناس ؛ويمتلك المزارع صئفا من الاشجار » وهكذا .. 
وبعنى كل صنف من هذه الأصناف شيثًا قائمابذاته . وبالامكان تعيين العناصر التي يتألف منها 
كل مكف .من الأصناف: 4 ان »-ضيازة اخرى من" لمكن معر نه فبها اذا كان كوي ما تمع الى 
صنف معينام لا ٠.‏ فالصفة المميرة لعناصر الصنفهي الانتماء » بينما الصفة التي تمتاز بها العناصر 
التي ليست فى الصئف المعين هي اللا انتماء . 





وأصناف الأشياء مهمة فى الرياضيات . فلدبناصئف الأعداد الطبيعية ط وصنف الأعداد 
الصحيحة ص وصلفالاعداد الحقيقية ح وصنفالاعداد النسبية ن وغيرها . ويطلق على صتف 
الاشياء » فى الرياضيات ؛ لفظلة همجموعة (اوطقم ) . ولئن كانت الرياضيات لغة العلمى فان 
نظرية المجموعات لغة الرياضبات . ومن الصسعب»فى كثير من الأحيان » ذكر جميع عناصر المجموعة ) 
ولذلك كتفي بالاشارة الى الصفة التي نششتركبها عناصر المجمومة » بحيث أن كل ما يتصف بتلك 
الصفة © ينتهي الى المجمومة وهو عضو أو عنصرفيها . واذا كان !| عنصر؟ من عناصر المجموعة م 
فنقول ان | ينتمي الى م ونكتب بالرموز 1 9< م . فللتعبير عن أن | هو عدد طبيعي © لكتب 


١‏ 5-5 1 وتوصف المجموعات بوضع عناصرها بين قوسين مردوجين ؛ أو بذكر الصفات 


فمجحموعة الأعداد الصحيحة السالبة التي تربيدعن ل ه يعبر عنها بالصيفة « 5-10 6ب 


ومن المفيد أن نتصور عناصر المجموعماتموجودة فى مستطيل أو مربع ؛ وان العنتاصر 
التى لا تحتوى على آية عناصر بالمجموعة الخاليةويرمز لها بالرمز 0 . ففي الهندسة المستوية» 
مثلا” » جميع المستقيمات تمشل مجموعمة فالمستوى اللى بعتبر » فى هذه الحال »؛ المجموعة 
الشاملة . ويقال عن مجموعتين انهما متساويتا ناذا كانت عناصر الأولى تنتمي الى الثانية وعناصر 
الثانية تتعمي الى الأولى »لسن عن إذلك: كتايةس من" اما اذا كان كل متصر-ق المجموعة من 
هو » فى نفس" الوقت » عنصر فى المجموعة ص ؛فيقال ان س مجموعة جزئية من ص ) وثعير عن 
ذلك بالرموز س ل ص ٠‏ واذا لم تكن سمجموعةجرئية من ص فنكتب س 5 ص . لذلك 
نستنتج بأن ؛ 


س ب ص اذا كان ( س 2 صض) و( ص ل تس ) » والعكسشس صحيح أيضا . 


ولو أعطيت مجموعة س » فجميع العناصر التيلا تنتمي الى س تؤلفما يسمى بالمجموعةالمتممة) 
115 





نارنا 


رياصيات المصر 


ويرمز لها بالمرمز س . وان الحاصل الكارتيزى اجموعتين سن »؛ ض هوس عر ص ل 


«])ب )»© حيكاأا #9 س وب 3 ص٠‏ 


١‏ وبجدر » قبل الدخول فى دراسة مفصل اةلنظربة المجموعات » أن تلاحظ بأن هناك مشاكل 
رافقت نشوء هذه الافكار وتطورها . ولكنه أمكنالسيطرة على هذه المشساكل والتخلصس منها » 
وبذلك اصبحت نظرية المجموعات من اوس عالافكار الرياضية استممالا” واكثرها تنفلفلا فى 
مختلف فروع الرياضيات (7) . 


تكون المحموعة س هنصراً من عناصر ذاتها . مثا لذلك ٠‏ مجموعة الأفكار المحردة كافة » هي ولا 
ساك #4 ذكرة ملدردة ٠:‏ لذلك. قولة)|السيو عه عضو قي الى ذانها , وشيين الجفوعة امتادة اذا 
ل ال مممير ا م اقتامن ذاتها انرق نحن د لك سبى امحموقة في أمضاد .1 

ودشي النظريتان المداكووماق: فتما نائن الى توعمن «التعافطن' اذى طمن ى بدا قله تطلون تفار 
المجموعات (( ه ) ص ؟ ) »© وبدعى بمتنلاقضةرسل ٠‏ 
8 1 


اعتيادبة » وهو مناقض للفرض »؛ لذاك فان شراعتيادية . 
قضية ب 
المجموعة ش غير أعتيادية 
البرهان : لو جاز أن تكون ش اعتيادية »© فهي» والحالة هذه » ليستعضوا فى ش , وهذا تناقض 
لآن ش تحتوى على جميع المجموعات الاعتيادية . ومن التناقض ينتج أن ش ثير اعتيادية . 
من المجموعات التي بمكن التعامل معها . ولتششير ؛4عرضا » بأنه كان لهذه المتناقضة وأمثالها دور 


فعالفى دراسة أسس الرياضيات وفى ظهور المنطقالرياضي حقلا” من اهم حقول الرياضيات 





المجموعة ص بحيث بقترن كل عنصر فى س بعنصرواحد فقط فى ص فيقال ان بين المجموعتين تطابقا 
٠ 218‏ وتسهى المجموعة س محال التطابقكما تسمى المجموعة ص محاله المقابل ٠‏ وتعبر عن 


11 





ا 


عالم الفكر ‏ الجلد الثاني العدد الأول 


الوحيد فى ص الدى يقترن مع ا بدعى صورة أ نحت تآثير التطبيق ت ؛ ويرمز له بالصيفة 
ت (1) . وتدعى المجموعة الحرئية التي تضم جميع صور عناصر س بمدى التطبيق . ويسمى 
التطبيق شاهلا اذا كان مداه يساوى مجال ال قابل » كما سمى هتباينا اذا لم يوجد عتصران 
مختلفان فى المجال يقترنان مع نفس العنصر منالمجال المقابل . واخيرا » يسمى التطبيق تقابلا؛ 
اذا كان شاملا ومعابنا » أن النباثات الآئنة توقمالواع التظبيق + 





المجموعتين؛ على الاقل » تسمى اتحاد س مع ص. وبالرموز تكتب : 


ع دس لا ص - «١ا:!ا‏ 3 ساوا 3 ص » . 


ونعبر عنها بالرمول : 


لدس (/ ص - «ا:! 3 سوا 3 ص). 
مثال ذلك اذا كانت س ك « 1 ©2 8 2454 1) ص #24215 62م 4م » فان * 

س آلا ص ح « 1 4؟ )2 5 4م56 )6لم»» 

س 1 ص ب « #782415 ). 

أما اذا كانت ص ل 2ع »م » ,1 » فان : 

سن ل]) ص- ظا|ا ١6‏ ؟)4)؛)م)ة").1»ع 

س م ص - © - 0 » » ويقال عنس ؛ ص »؛ فى هله الحالة انهما منفصللتان . 
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نرق 


رياضيات العصر 
ومن التغاريف آنفة الذكر بالامكان استنتاجالنتائج الآتية بسهولة (9 ص ”) : ب 
(1) اذ كانت س ©» ص مجموعتين فان : 
(١)س‏ لم ص سا ص [] س ( خاصيةالابدال فى الاتحاد ) 
(؟1)س [) ص ص م س ( خاصيةالابدال فى التقاطع ) 
(؟) لس ل) ص2) - اس () ص ( وبدعيان قانوني ديموركن فى التتميم ) 
(؟)(س (/ ص) اس [) ص ( أو ثنائيةالاتحاد والتقاطع) 
(1) اذا كانت سس » ص » ع ثلاث مجموعات فان : 
(ااس .(اص م ع) (س م ص) م ع ( خاصية التجميع فى التقاطع ) 
(1)اس ل) ١ص‏ لاز ع)- (س لا ص) [ر) ع ( خاصية التجميع فى الاتحاد ) 


(؟"اس لم (ص لا ع)-(س (/م ص) ل]) (س (م ع تتوزيع التقاطع 
بالنسبة للاتحاد) 


(4اس لا (ص ثم ع) (س لا ص) (/ (س لها ع ١)‏ توزيع الاتحاد 
بالنسبة للتقاطع ) 


وكتطبيق على الخواص السابقة للتقاطع والاتحاد نائي بالمثالين التاليين : بآ 
لدينسا : ا 


س ١‏ (س لا ص)-(س ل) © ) 6 (س ل]) ص) 


5 
2 
5 
1 


ع 
1 
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عالع الفكر ‏ المجلد الثائي ‏ العدد الأول 


وكذلك؛ 


5 
/ 


س ()(س [) ص) اس لا (س لم ص) 


؟ ب المجموعات الملتهية وغير الملنهية قاع5 عالداكمز لمه م تمزع 
الح اك ا ا ا 30 116ل 


تكلمنا فيما سبق عن أنواع مختلفة مبنالجموعات. مثل مجموعة الاعداد:الطبيعية الى 
لا تزيد عن 1٠١‏ مثلا ومجموعة الاعداد الطبيعيةباكملها . ولفرض التمييز بين النوعين نقول من 


المجموعة س ب ([) منتهية اذا وجد عدد طبيعين بحيك يمكن ضع تقابل بما 'بين 'عناصر اس 
وعناصر المجموعة « | )5 6 ...... ين » . واذا لم تكن المجموعة منتهية) سميت غرر مننهية ٠‏ 
' 3 : : لع ل اي ا 1 

ومن ذلك يتضح أن اتحاد مجموعته ين منتهيتين هو مجموعة منتهية » كما أن اتحاد 
0 0 1 005 1 ' 2 1 5 9 ا 
منتهينين هو مجموعة غير ملتهية . ْ . 

1 4 8 1 خلا عرس لمر 

وسوف تقول عن مجموعه سس أنها قابلة للعدد 0 أذأ أمكن ابحاد تقابل ما بين 
غير قابلة للعد ع[ام وو ومن . فمجموعةالأعدادالفردية خابلة: للعد. لان التنطميق الآثي :1 ! 

لجز سح اوري 1 روي 1ه اب ل 

هو تقابل بين الاعداد الطبيعية الموجبة والاعداد الطبيمية الفردية , . 


وكذلك فان مجموعة الاعداد الطبيعيةالروجية قابلة للعد لآن التطبيق الآني :..ا 
ق ان سه 7ن تمك ]0 مويو و 

هو تقابل بين مجموعة الأعداد الطبيعيةالموجبة ومجمو 
اضافة العدد الزوجي ضفر الى مجموعة الأغدادالزوجية المو 
اتحاد مجموعة منتهية مع مجموعة قابلة للعد 


جبة تبقى النتيجة قابلة للعد » لآن 
هو مجموعة قابلة للعد 0 

وعلى سبيل المثال » سوف نذكر بعض النظريات المتملقة 
والمجموعات غير القابلة للعد » والمجموعات في المنتهية (؟ » 


18 


ص 00) . 





١ نظرية‎ 


أذا كانت المحموعة قابلة للعد ' فبالامكان 000 


البرهان : ْ 5 
لتكن س مجموعة قابلة للعد » أى يمكنكتابةعناصرها بشكل تتابع كما يأتي : 


س - 37 سن*” © سر» 6 6... 6 سرين 6 يه 06م 
أن التطبية الآني * 
سن" سسعك سن ء؟ د 0 ١‏ سي نه سس ع 0 سن ه سن + 621 2575 


هو تقابل بين المجموعة سن والمجموعة س ‏ 7« سن| ١‏ . ويما أن : 


(س ‏ «س١»)‏ 2 سن »؛ يتم المطلوب ٠‏ 


نظرية ؟ 

كل مجموعة غير ملتهية تحتوى على مجموعةجزئية قابلة للعد ٠‏ 

٠ البرهان‎ 

لنفرض أن س مجموعة غير منتهية ولنشر عبذكر عناصرها واحدا بعد آخر كما يأتي ' 

سن 6 مرب ) من” 6 66... 4 من ان 4 شرن له[ ؛ بتر بيرة ا كن 

فلو اضطررنا الى الوقوف فى هذه العملية لكانذلك يعني أن س مجموعةمنتهية . وبما أن س 
م اع ا 


نظرية ؟ 
تكون المجموعة غير منتهية اذا أمكن وضعهاف تقابل مع مجموعة جرئية حقيقية:مبهبا؛ والعكس 
0 أيضا , 


البرهان : 
) لو كانت المجموعة المعطاة » س مثلا » منتهية لأمكن وضهها في تقابل مع مجموعة تحتو 

ىن من النام ) دبلا فلا يكن وشعها قبل مع مجعومة جرلية حقيقية فيها ٠‏ دهذا 
بشت المعكوس ٠‏ ' 1 الل ع 5 -_-2 ا 
1 


ءى 
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قالم الفكر ‏ المجلد الثائي ب العدد الأول 


؟ ل لنفترض أن س مجموعة غير منتهية . فبموجب نظرية ١‏ »© تحتوى س على مججفوعة 
جرلية قابلة للعد مثل م « س, : سسم © .... . »4 .. ان التطبيق الآني : 


سن ه سن+١‏ اذاكان سن 2ت س! 


سن سه سن اذا كان سن 29 س و سن 3 س| 
هو ؛ ولا شك » تقابل ما بين س ومجموعة <زئية حقيقية فيها هي س ‏ ١س‏ » ٠‏ 


ومن الامثلة المالوفة على المجموعات القابلةللعد » مجموعة الاعداد الصحيحة ومجموعة 
الأعداد النسبية . اما مجموعة الأعداد الحقيقيةفهي غير قابلة للعد . وسوف نثبت هذه النتائج 
فيما يأتي : 
نظرية 6 

مجموعة الاعداد الصحيحة قابلة للعد . 


السمرهان ؛ 
ان النطبيق الآتي : 


ن > إن ١‏ »> اذا كانت ن ع . 42 ١61ع؟‏ 


+ موود ووء. 6 
٠.‏ 


سن > إن ؛ اذا كانت ن ب 694601 ”9). 


لوقه ةء. 6 
. 


هو ؛ فى الواقع ؛ تقابل بين مجموعة الاعداد الصحيحة ومجموعة الاعداد الطبيعية الموجبة » 
الآأمر الذى نشت أن مجموعة الأعداد الصحيحة قابلة للعد . 





نظرية م 
مجموعة الأعداد النسسبية ن قابلة للعد , 
البرهان ؛: 
بما أن : 


ندن+ ل) :.«١‏ لان» حيث نب يمثلالأعداد النسبية الموجبة » نيمثل الأعناد 
التسبية السالية » 
فيكفي أن نبرهن على أن نب مجموع قةقابلة للعد . 


نرتب الاعداد النسبية ن.ب لا 8 . بحسب قيمة أ .م ب حيث « , 00 


اليل 
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رياضيات العصر 


الأعداد النسبية غير السالبة ؛1»؛ ب عددان أوليانمعا . فباخل قيم أب ب الأعداد 1 »© ”5 © "© 
......٠‏ »4 وبتحلب التكرار » نحصل على المتتالية الآتية : 


لع “يليل 
4 4 2021 الرييا 


وهو بمثل مجموعة الأعداد نب ل) « . » وذلك يثبت أن هذه المجموعة قابلة للعد . 
:واو رهزنا لهده المجموعة بالصيغة التتابعية : 
( كنب 4نم “نم6 مورقءي .ه.ا )م 
فتكون المجموعة الآتية : 
نح 20 كن 2 سن 2 نض 4س نب 2 نم كس تا ) 
قابلة للعد » وهو المطلوب . 
نظرية 5 


مجموعةالاعداد الحقيقية ح فر قابلة للعد . 





المرهان : 


.سوف لكتفي بائبات أن مجموعة الأمدادالحقيقية الواقعة بين صفر » ١‏ غير قابلة للعد . 


لو كانت هذه المجموعة الجزئية الحقيقيةقابلة للعد لأمكن كتابتها بصيغ عشرية فير منتهية 
على الوجه الآتي : 


ست ا 0 000000 أ | 5 
١‏ أن فا او الو 
نت 1 دي 1 | | 
: و. 
١‏ ان لو لد لل 
ات بد نك يت م | لاع ةج لات مف ١‏ 
نْ ذن ل نر ١‏ 
و ل ا ل ا ا ا ا ل لا الا ل دا للا يدا لاا 


حيث أن أى ه عضو ف المجموعة « . ١24‏ ؟» ٠‏ ككل صيغة عشرية تحنوى على 


151 
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عالم الفكر ‏ المجلد الثاني العدد الأول 


000 ال 1 الأرقام التى لا بساوى كل متهاصفرا . نكتب المحدة ل" بالمسشييية 
عمو نو والعاة د المي 0 د 
ولنلاحظ الآن العدد : 
ب 0.6060 ابابوب وو 


| 


5 ب ب 1 اب فت : 
بحيث ان" حك 0 2 صفرا » وكذلك 7 ©# 077 عه صفرا ... وهكذا . 


تنجد أن ب بك )ب 0 ....... © وبذلك نحصل على عدد ب ينتمي 
١ :‏ : 


الىمجموعة الأعداد الحقيقية المحصورة بين صفر»! ولكنه غير موجود فى التتابع اللفروض ٠.‏ ان 
التناقض الناتج بشبت أن مجموعمة الامدادالحقيقية المحصورة بين ص فر ؛ ١‏ غير 
قابلة للعد » وبالتالي مجموعصة الأمسدادالحقيقية ح غير قايلة للعد , ' 


ومن النظرية " نستنتج أن مجموعة الاعدادفير النسبية غير قابلة للعد وذلك لأن نظرية ه 
أبانك أن مجموعة الأعداد النسسبية قابلة للعد , وبامكان المرء » بدون صعوبة © أن ثبت أنمجموعة 
الأعداد الجبرية قابلة العد » وبالتالي مجحموعة الأعمداد المتسسامية (أو المتصاعلة ) 
5 ناه [8أمعلصوووهموئخ غر قابلة للععد . 1 


35 


؟ ب حساب الإعداد الرئيسية تطعطاصسس]ة [همتلمو© غه عاقسطاامف - 
الاو لو الوا و )اد سل م ل سس ات ل اي 


لأحظنا فى البئد السابق أن نعضالمجموعات منتهينة والبعض الآخر غير ملتهية . كما لاحظنا 
أن بعض المجموعات غير المنتهية قابل للعد والبعضالآخر غير قابل للعد . وفى هذا المجال سنعالج 
العلافات ما بين الأعداد والمجموعات . سوف تجدانواعا مختلفة من الافداد نشترك مع الاأعمنداد 
الطبيعية فى كثير من الصفات » وهي بذلك امتدادلها . 3 


يقال عن مجموعتين س» ص أنهما متكافئتاناذا أمكن ابجاد تقابل بيئهما » ونعير عن ذلك 
بالرموز س []اص . مثال ذلك : مجموعة الأعدادالحقيقية المحصورة بين ؟ © ه تكافىء مجموعة 
الأعداد الحقيقية الحصورة بين ١ » ٠‏ لان التطبيقالآتي : 


ت :1 > 1# إن ؟ 
هو تقابل بين المجموعقين المدكورتيق : 


ومن الواضح أله : ب 


(؟ ) اذا كانت سس حص فان. صنتراس :(:-صفةالتمائلية) 1 


مس لديا سس الى لصيل | اود ملم لصيف مان 


(* ) اذا كانت س لاص و صلاع فان سناع( صفة التعدى ) 
وتقال © مُندئة » للفلأقة م بين المجموعات انباعلاقة تكافئية: 
دل 





11 


اذا كالت س مجموعة معطاةٌ ) فسوف نطلق على الرمز المرتيط بالمجموعة س ؛ وبجميع 
المحموعات اللمكافلة لهاء العدد الرئيسي ( اوالرئيسي اختصار؟ ) للمجموعة س »؛ ونرهمز له 


بالرمر #7 ( س) وسوف نتفق على ما باتي : 
د ( )د +9 »1١)».«(‏ حك («.6١»)-؟5»‏ 


علد («4|6428؟ )) سس ؟9) 941220 ناس ا االءءا الخ . 


3 (« ,416؟» ءءض.ممىء 4 نه | »#) عن 


أذا كان 2 با لصون فمجموعهما ©6أ ربب ؛هو الرئيسي لاتحاد مجموعتين منمصلتين 
س ؛ ص بحيث ان 2 (س) أ علد رص )ساب . 
فيل" اذا كانت 5 0 7641 )© 4 ص ( 24441 » فيكون : 
لد (س) ‏ *» عك (ص) ع 6. وبماآن : 1 
سن لل) ص 232541 561 )1؟)|| ) فيكون 3 ٠(س‏ ل ص 43-4 )-7. 
اهلق على راسي 41" 
(1)1 + ب وحيد القيمة » 


(؟)أ دب وب ب+ا. 
اذا كان سب [] سم » صإلاص, حيث أن سن () صي اح سء () ضراعم 4 


فيكون : 
اسن ال )ناس لض ) والنان طد اسن “ل عات ع3 اس ل] عن 


اى ان المجموع ! .ب ب لا يعتمد على المجموعتين الممثلتين س » ص ٠‏ 
11 





1 


عالم الفكر ب المجلد الثاني العدد الأول 


كذلك » بما أن : 
س لا ص-ص لأس حيث ان # (س)- 1» # (ص) ب فان! دب ب 
اس لاص)- عد (ص لإاس)دب دأا. 

واذا كان! ؛ س »© ح ثلاثئة رئيسيات فان : 

(أذدب) بح داب (ب دح). 


وكيما نثبت ذلك »© تلاحظ أن : 
(الودم)بيح- + رس لا صاب د رع)- طد رس ل) ص فا ع)» 
العدعيو هد ا ص عه زان يد عق زعي ال ادبع من الا حن لاع )د 
ولكن اتنحدد المجموعات تجميعي »؛ أى أن '(س [ل] ص) لا ع -س ل|ا (ص 
لا ع)ء لذلك فان( 1‏ ب) ياج سا (ب يي ح) . 


لقد عرفنا الحاصل الكارتيزى بين مجموعتينس »© ص بانه المجمومة المؤلفة من جميع الازواج 
المرتبة (1 ؛ ب ) للمجموعتين . وبالرموز نكتب : 


سعاصح « ( آمب )221:1 سوب 3 ص»). 
وباستخدام هذا التعريف نتوصل الى تعريفحاصل ضرب رئيسيين 1 » ب بالصيفة : 
أ. نت ب لد («ا»ب):1 هه سوب 33 ص ») حيث ا غ3 ( س)» 
لك داق (ص). 
مثال ذلك : 
بماآن د («اءبيج  » 8  )»‏ طك (« 20101 ») بغ فان : 
5 علذ («اءبيج) )يرد )2 
ع 4 ه442 )؛(4!4؟)؛ )ع )عرب )عرب2)ء ربع" )ء زب )ع 


(ج١١))(رج»؟)2؛رج)"9)‏ )رجه ))») 
]أ .: 


كيل 
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رياصيات العصمر 


وكما هي الحال فى الجمع » فبالل بةللضرب تلاحظ أنه : 
اافاس ةمي رسيي ل 

. ب وحيد القيمة‎ .!) ١( 

انق بم وا امسا سحن سيره قساف ااي 

وللبرهنة على الملاحظلتين السابقتين تقول : 

أذ كاودهوي ]غنويب » عن[ صرويي كان 

سب با ص, ) []( سبير صب ) وبالتالي : 

جد (سى, بر ص, ) - #2 (سيمعرص, ) وهذابعني أن حاصل الضرب مسنقل عن المجموعتين 
وكذلك فان التطبيق : 

نت : رزأيعمف)->*(بءا)؛| 33 سل وب 9د ص» 


هو تقابل وعليه فان ات (« أعءب ©6) ب طك (« نبغ )| وبذلك فانأ. ب ساب .| 


وبالنسبة لقانون التجميع فى الضرب وقانونتوزبع الضرب بالنسية للجمع لديئنا : 


ايان نح ف عاد لم 0 


؟ )ا رد دي حج) د ا.ب + أ. ح )بالدسية لأى ثلاث رئيسيات أ )2 ب »© بى : 


وكيما نبرهن على صحة ذلك نقول : 
1١‏ )أن التطبيق الآتي : 


نت:«(])ب)») >ه) > (ىء رزييويج »6 
بين المجموعتين « (آ)ب ) : ج » [١‏ 3 س وب هل صصروحا له ع))» 
(«41(ر(بيح):] 3 سوب 3 صوحا 3 ع)) ْ 
هو تقابل ولذلك فهما متكافئتان وبنتج أن ؛ 

«(اءمب) يح)) ب ا للد 015 لوجع اللو مودس انع عاض سال ك8 ) 


(؟)لنفرض أن ص [] عه ٠ 4١‏ فيكون( س عارص ) [) ( س جاع ).ع 4 
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عالم الفكر ‏ المجلد الثاني العدد الأول 


لاتحي إن + 


سء( صربدع)ا ب +4 (س). 3# (صض للها ع)- 


(سجااا ص ل) ع)) 
وس ء ص اس لع 5 


3 ( س عاص ) 4 2 (سريرع) 


3 ( سعاصضص) ل] (سبارع)) 


وبما أن سير( ص لإ ع ) حت (سعاص) ل]( سباع ) فيكون س» ( ص دع ) دس . ص-ل 
س.ع وهو اللطلوب ٠.‏ 


ومن الخواص المهمة لرئيسيات |اجموعات غير المنتهية الخاصة الآنية 

قانونا الاختزالفى الجمع والضربغير صحيحينبالنسبة لرئيسيات المجموعات غير المنتهية . 
ولاثبات ذلك نلاحظ (« (5)») ص67" 6): ب 

١ (‏ ) بما أن اتحاد مجموعتين احداهما قابلةللعد والأخرى منتهية هو مجموعة قابلة للعد » 
فيكون : 

دبا سد ) حيث د ((ط) سد . 


دبا ح ( دبا )+ | دب 5 معآن| عد ؟ ؛ الأمر الذى بناقض قالون الاختزال فى 
الجمع . 


'( ؟ ) بما أن اتحاد مجموعتين كل منهما قابلة للعد هو مجموعة قابلة للعد » فيكون : 


د+دحد » أو دء ( 1+1 ) ت د ( الغربتوزيعي بالنسبة للجمع ) 8 
ومن ذلك ينتج أن دير ؟ د ايرد أو ؟عاد ا . د معان" د ١‏ » وهذا ئاقض قانون 
الاختزال فى الضرب . 


١)دبدبدب‏ د.د,د ب د 


ا 21 حيث ن عدد طبيعي : 


11 





يكال 


رياضيات العصر 


؟ ) حارج دحا ء 

ه ) وباستعمال نظرية ؟ يكون : 

ألبددا »حيث أ رئيس ي الجموعة غير منتهية» وبالتالي فان ؛: 
بادا 


ه ل انظمة المصادرات مسر علأمسواكاق 





بعد أن تناولنا لغة الرياضيات المعاصرة بالشرح »؛ سوف لبحث الآن أسلوب الرياضيات 
المعاصرة أو طريقتها . واكثر الطرق استعمالا فىالوقت الحاضر هو مايسمى بطريقة المصادرات . 


والمصادرة ( أو الفرضية أو المسلمة ) هي عبارة مسلم بصحتها ) أو هي عبارة مفروض أنها 
المصادرات بعض التعابري غير المعرفة »2 والتي تكتسب مفهوماتها من المصادرات نفسها . ويعئمد 
'البرهان على صحة عمارة معينلة ( نسمى قضيةأو نظرية ) » على استعمال قواعد الملطق التقليدى 
٠٠(‏ 6 ص؟). 

ولتوضيح ذلك »© نفرض أن م مجموعة منالعناصر «أ) ب »> ج ؛..... »© 4 فيها بعض 


١ ('‏ ) اذا كان »)ب عنصرين فى م © فيوجد» على الأقل » صلنف واحد بحتويهما . 
( ؟ ) اذا كان أ“ب عنصرين فى م » فيوجد »© على الأكثر » صئف واحد بحتويهما . 
(" ) بوجد بين كل صئفين عنصر واحد مشيترك على الاقل . 

1 توعد سدق واأحد عاق الأقل:.. 

( ه ) يحتوى الصنف الواحد على ثلاثة عناصر من م على الأقل . 

لاني حنيد ع طناموم ان اتقدين: الحيتفه . 

(7) لأمفتوئ الصتف على اكثر من ثلاتة” عناص : 


تلاحظ أن النظام 26 يحتوى على تصسيرين شير معرفين فقط هما «١‏ العلصر » 
و« الصئف »6 وعلاكة واحدة غير معرفة هي« الالتماء الى الصنف او الجموعة ) » . ولا تحمل 
نرمز للصئف” الذى يحتوى على العنصرين أب بالرمز اب . 


وكيما نشرح مفهوم « البرهان » فى الرياضيات ») سوف سرد بعض النظربات على 
سبيل المثال ٠‏ 
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عالم الفكر ‏ المجلد الثاني الندد الأول 


نظرية 1 ء 

كل علصرين ؛ فى م بعيئان صنلفاً واحداً بحتوى عليهما . 
السرهان : 

اذا كان أ » ب علنصرين فى م » فيموجببمصادرة ( ١‏ ) بوحد صنلف واحد ؛ على الاكثر ٠»‏ 
مثل م بيحتوى عليهما . ولكن بموح<ب |اصادرة/ ؟ ) » لابد من وحود صنف واحد » مثل م » 
بحيث بحتوى على أ)ب . ولذاك بكون الصنف م, يي أب هو الصنف الوحيد المعين بالعنصرين [أ)ب . 
نظرية 9اء* 

بوحد بين كل صنفين عنلصر واحد مشترك , 
البرهان : 

لو أمكن وجود عنصر ثان »؛ غير أ مثلا” » بين صلفين م حك م, » ( مصادرة ؟ ) » فلا يمكن أن 
للفرض القائل أن م حت مم 


نظرية "ا ٠‏ 
توجد ثلاثة عناصر لاتقع فى الصئف الواحد. 
البرهان : 


ليكن م, صنفا مفروضا بموجب مصادرة (؟5 ) . وبحسب مصادرة (ه) درن على 
حسب مصادرة (1 ) ؛ فهناك عنصر د » يختلفعن هذه العناصر » ولا ينتمي الى م, : 


نظرية ع . 
كل مجموعة تخضع للمصادرات الست -)١(‏ (1)من النظام 90 تحتوى على سبعة 
عناصر على الاقل . 


المرهان : 


استنادا الى نظرية ١‏ » بوجد ثلاثة عناصر فى م لا تقع فى نفس الصنف مثل آ)بي)ى 
وبموحب مصادرة '( ه ) » يوجد عنصر ثالث فىكل صئف بتعين بروج من الازواج الثلاثة أب ع 
بح ؛ آح ؛ وليكن دعه4؛و على التوالى ٠‏ انكلا من هذه المناصر الثلائة يختلف عن المناضر 
أعب)ح كما تختلف فيما بينها ( مصادرة ؟ ) . وبذلك نحص على الأصناف الثلاثة اباد » بحىه» 
اجو ٠‏ أن الصنفين أه ؛ بو يختلفان فيمابينهما كما يختلفان عن جميع الاصناف _الأخرى » 
ولموجب مصادرة ( 8 ) يوجد بينهها عنصرمشترك يختلف عن جميع العناصر المفروضةه 


11 





اال 


رياضيات العصر 


والتي ذكرت الآن 4 وليكن ن . بذلك نحصل على سيعة عناصر » على الاقل » هي | » ب ) ج » د . 


ها »و ©6)ن٠‏ 


نظرية ٠6‏ 
ناهر افلتيظة ‏ 


النرهصان : 

استنادا الى نظرية 6 » تحتوى م على سبعةعناصر اءب»ج»د؛ه .وين على الآقل . فلو جاز 
وجود عنصر آخر مثل ل » لتوصلنا الى تناقضكما سيظهر فيما يأتي باستعمال مصادرة (8 ) 
التي لم تستخدم فى نظرية ( ) ٠‏ ان بين الصنفين جد » اهو عنصرا مشستركا ( مصادرة ؟ ) » وهذا 
العنصر يختلف عن | ومن ه » وعليه » بمو حب مصادرة () » يحب أنيكون العتصر ن ٠‏ وبنفس 
الطريقة نثبت أن العنصر المشترك بين الصنفيناحل »© ده هو ف الواقع العنصر ل . وهكذا 
نحصل على سبعة عناصر كما فىالجدولالآتيحيث الاعمدة ترمز للاصنافا : 2 


| با حا د ها و ن 


والآن بفرض وحود العنصر ل » يكون الصنفين ل! ») بون عنصر مششترك » بموحب 
مصادرة ( " ) »© بتميز عن كل هن ب4و)ن وهومستحيل حسب مصادرة (/7 ) . وهذا بعني أن 
مجموعة عناصر م هي سبعة فقط , 


ومن المهم أن تلاح أن نظرية '( م ) نوضحوجود هلدسة محدودة (4)ص 597 ) ذات سبع 
نقاط ( أو عناصر ) وسيعة خطوط ( أو أصناف :وعلى كل نقطة ثلائة خطوط » وعلى كل خط ثلاث 
نقاط » وتدعى هذه الهندسة » أحيانا » بهندسففانو أو الهادسة الاسقاطية ذات السبع نقاط , 
ومن الممكن تمثيل نقاط وخطوط هذا النوع منالهندسة الاسقاطية برؤوس مثلث متساوى 
الأضلاع ومنتصفات اضلامه ومركزر دائرتهالداخلة وخطوطها باضلاع المثلث وارتفاعائت»ه 
ودائرته الداخلة (لمم)ص ٠.) ١65‏ 


ب النماذج الرياضية 5500015 [هء أ هسعطاوالا 
وااو لا ج10 الك 5 اكد كد د13 ال ا ل 21111 0ت 

بعد اخثيار التعابير غير المعرفة ووضع نظام المصادرات المتضمن لهذه التعابير » تبرز أسثاة 
مهمة فى هذا الصدد : هل أن نظام المصادر أ ثالناتج خال من التناقض ؛ هل بيمكن اختصار 
النظام المتكون مع الحفاظ على النتائج المشتقة 7أبحوز أن يدى النظام المفروض الى تفسي بن 
مختلفين أصلا ؟ 
عبارتين متناقضتين منه , ولكن السؤال الذىيفرض تلفسه هو ! كيفا بمكن أتبات تتاسق 

اال 








دة| 


عالم الفكر ب الجلد الثاني ب المدد الأول 


مجموعة من مصادرات ؟ وللاجابة على هط االسؤال نحتاج الى بعض التعاريف . سوف نقول 
عن نظام م ان له تفسسيرآ اذا أمكن تعيينمعان للتعابير غير المعرفة فى النظام » بحيث تصبح 
المصادرات عبارات صحيحة لجميع قيم المتفيراتالعبارية فى النظام . فهندسة فائو مثلا هي تفسير 
للنظام ‏ 898 تتج عن ترحمة كلمة « عنصر »بكلمة « نقطة » وكلمة « صنف » بكلمة « خط » 
وكلمة « ينتمي » بالتعبير ( بيقع على » أو مابرادف ذلك. واننتيجة التفسير تسمى نموذجاء 
فالتفسير المأكور سابقا أعطىنموذجا للنظام ©« . وسوف ثرمر للنموذج المرتبط بتفسير ت 
بالرمز ن (ت ) . وفى هذه الحالة تقول ان النظام 2 متحقق وذلك بسب توفر تفسير له. 


فالنظام 5 متحقق بموجب الثرجالسابق. 


ومن الجدير بالملاحظة انه عند عرض تفسس معين لنظام مصادرات مفروض الثم ©)تكون 


وبهذأا الشأن لدبنا النظرية الآتية ر .١ا»ءص97؟‏ ) 


نظرية 5 ٠‏ 
ان أمكانية التحقيق لنظام من المصادرات تؤدى الى تناسقه ٠‏ 
ارهان : 


لو جاز لنظام مصادرات 2 أن يؤدى)بالاستنتاج » الى عبارئين متضاربتين فستكون 
العبارتان صحيحتين فى نموذج ماين رت ) 4؛للنظاماللعطى © وهذا غير ممكن . 
لذلك فوحود تفسير للنظام يعنى تلاس قهوهو المطلوب . 
المحادرات فيه . وهنا يؤدى الى البحث عر المصادرات الرائدة فى النظام تمهيداآ للاستفناء 
قال للمصادرة أ فى نظام ما 2 انهامستقلة اذا كان كل من النظامين © 
.م - اآلبا تحقيقيين؛علما أن 1 يرمز الى نقيض( أو نفى ) 1 ٠‏ ويدعى النظام :8 نظامآ 
مسستقلا اذا كانت كل مصادرة فيه مستقلة »واذالم يكن مستقلا سمي تابعا ٠‏ 
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رياضيات القصر 


ولاثبات استقلال النظام 2 العطى فالبند السابق » يحب عرض مجموعة من اللماذج 
الرياضية بحيث فى كل نموذج منها لا تصح احدى المصادرات بيئما تصح البقية . لذلك بحب أن 
يكون عدد النماذج بساوى علد المصادرات ومقداره لا ٠.‏ 


لتكن م المجموعة « .14[©؟4».... ©2؟١|‏ )مرتبة فى صفوف بحسب الجدول الآتي ©» حيث 


"# 4 50 7 لم 6ت 1١ (٠6١‏ "ا 
3ه وااو جل يك لو جيل اج 1 01 اه 
ار امو وقد اراد كار حي و هه 
بلا بالا زول ال لط لق اا اباد ا ار بل 


دلي هذا الفير + #الاسظل ددهو له أن حميع امناو زاك تعكتقة بين الطباورة ازكية )4 حوزنو 
كانت الارقام ترمز الى نقاط والأعمدة ( أوالأصناف ) ترمز الى خطوط فان التشكيل 
المذكور يعبر عن هندسة أسقاطية ذات ثلا ثعشرة نقطةوثلاتة عشر خط وعلى كل خط شاربع 
وعلى كل نقطة اربعة خطوط ( 4ع)ص 788 ) . 

وكيما نثيت استقلال المصادرة (5 ) ناخذ المجموعة م موٌلفة من خط واحد بمثل صنف 
المجموعة وعليه ثلاث نقاط تمثل عناصرها . ففيهذا النموذي تكون المصادرة (1 ) خاطئة ينما 


تكون بقية المصادرات صحيحة . 


وعند تمثيل المجموعة 5 بثلائة حروف)بي)حه وأصئافها بالأزواج أب ؛ باج 4 اح 
نلاحظ ان جميع المصادرات تكون عبارات صادقةفى هذا اللموذج عدا اللمصادرة (ه ) حيث تكون 
كاذية يله الطريقة 1 تطيع القارىء + أزيتشت من استقلال لقية المصادرات الخمس عن 
طريق عرض تماذج نصح فيها جميع المصادراتتعدا واحدة فى كل حالة , 

وهناك خاصية أخرى يحسن توفرها فىنظام المصادرات هي فكرة التمامية ., فاذا كانت 
/٠‏ نمثل نظامآ من مصادرات مشتقا من فكرةمعيئة ف ويستخدم مجموعة ع من تعابير شير 
معر فة » فقد تكون “كر غير كافية كنظام لاستيفاءالفكرة ف من حيث عدم توفر العدد اللازم من 
المصادرات : وبعبارةٌ اخرى © قد لاتتضسمن المصادرات المفروضة المفاهيم اللازمة لاشتقاق 
جميع النظريات المطلوبة . 

هذا من جهة ؛ ومن جهمة ثانية ؛ قديكون النظام “/ غير كاف من حيث أن ع 


لاتحتوى على المقدار الضرورى من التعابيري شيرالمعرفة ٠‏ ففي الهندسة المستوية مثلا" ) قد 


ا١هأ‎ 
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عالم الفكر ‏ المجلد الثاني المدد الأول 


وبقال عن نظام “// انه تام اذا لم يكن بالامكاناضافة عبارة ! ؛ من نوع عبارات </ 4 الى 00 
دون أن يكون النظام الجديد ١‏ .با تابعا . اوبتعبير آخر ؛ ان النظام “/ر مام طالما لايمكن 
اضافة عبارة | » من نوع عبارات "/ » بتحبثاكون انتتقلة ق النظار كار زا ..وقك بتسااءل 
اارء : كيف يمكن التوصل الى اثبات توفر هلدهالخاصية فى نظام معطى ؟ وللاجابة عن عذا 
السؤال . سنستفيد من مفهو م التحانس 5 فيقالعن تموذحين ن١‏ 4 ن, لنظام من مصادرات ٠‏ /ر 
انبدا متجانسان » بالنسية للنظام كر » اذاامكن ابجاد تقابل بين عناصر النموذج الاول 
وعناصر النموذج ااثاني بحيث يحفظ المصادرات . وان هذا المفهوم ١‏ العملي » لفكرة التمامية يقود 
الى فكرة أاخرى هي الفئوية . فيقال لنطام منمصادرات أ/ انه فئوى اذا كان كل نموذجين » 
من نماذجه » متجانسين . وبهذا المفهوم نتوص ل الى النظرية الآنية التي تربط بين مفهومي التمامية 
والفئوية ٠‏ 
نظرية /ااء 

اذا كان نظام مصادرات فنُويًا فيكون تاما . 
البرهان : 

لنفغرض أن / قويا وسنبرهن على ان /٠‏ تام ٠‏ فلو كان </ 'غير نام فبالامكان ابجاد 
عبارة أ ؛ من نوع عبارات "/ » بحيث ان كلاء منالنظامين ٠0‏ -+ا ؛ ك/ با تحقيقي النفرض 
الآن أن ت, هو تفسير للنظام “٠‏ .با > تم هوتفسير للنظام كر دا . قبما ان كم فتوى * 
بالفقرض © فبالامكان أيجاد تجائس بين النموذجينن ( ث, ) ؛ ن ( شب ) . لكن هذا مستحيل لأن 
العبارة أ صحيحة فى النموذج ن (ت, ) وخاطئةى النموذج ن (تم) وهذا التناقض بثبت النظرية 
٠(‏ 6 ص6"). 1 

ونترك للقارىء ؛ على سبيل التمرين : أنيثبت بأن النظام '/ المعطى فى البند السابق + 
فلوى وبالتالي تام ٠‏ 
/ ا - المنطق الرياضي عنومة لدعف هم طولة 
1 ل لاك 010061 


العيارة هي مجموعة هن الكلمات تحمل معلى قد بكون صوابا أو خطأ ٠‏ فالعبارة ؟ د سم" 
صحيحة © بيئما العيارة ؟سلا1 خاطثة , لكن مجموعة الكلمات .ب 5ه ده ليست عمبارة اذ 
ليس لها معنى في الرياضيات ٠‏ وكذلك مسجموعةالكلمات.: أيهما اكبر ؟ أو ه ؟ فهي ليست عبارة 
وهي من قيل الحمل الاستنهامية ٠‏ ومجموع ةالكلمات : اجمع ” مع 6 فهي ليسسلت عبارة أنضما »؛ 
أذ هي من قبيل الحمل الأمربة , 


1 





16, 


رياصيات العصر 


وتنفى العبارة بوضع احدى اشارات النفيأمامها . ونفى العبارة أ ( أو نقيضها ) برمر له 
بالرمز 1 وبعنى أن 1 صحيحة اذا كانت 1 خاطئةو 1 خاطئة اذا كانت 7 صحيحة ٠‏ واذا أعطيت 
عبارتان فيمكن ربطهما فى عبارة جديدة مركب اةبالعطف أو التبادل أو الاشتراط . وتعتمد صحة 
أو خطا العبارة المركبة على صحة أو خطا العبارتينالمركبتين وعلى اداة الربط © ولا تعتمد على 
محتوى العبارتين لها . 


تعد بعظك التبارتين 1 نب تمتو غيل الفنارة الركية اتويت © وبالراموق ١‏ رنب © تهون 
العئارة الناتئجة صحيحة فى حالة واحدة فقطوهي عندما! تكون صحيحة وب تكون صحيحة »© 
وفيما عدا ذلك تكون خاطئة » فالعبارة ؟ فردىو ه زوجي خاطئة بيئما ؟ زوجي ووه فردى 
صحيحة . وعلى كل 4 فهذا اتفاق أو تعريف . 
ون النيادل نحصل من العبارتين أ » ب على العبارة أ أو ب » بالرموز 1[ لا ب © وتكون العبارة 
الناتحة خاطئة اذا كانت كلتا مركمتيها خاطئةوفيما عدا ذلك صحيحة . 


وأما فى الاشتراط فتكون العبارة المركبة( أذا] ..... فتكون ب ) خاطئة فى حالة واحدة 
| عع ب وتقرا :اذا أ فابا. 


تساوت أضلاع مثلث فتكون زواياه متساوية 4واذا تساوتزوايا مثلث فتكون أضلاعه متسساوية, 
ونعبر عن ذلك ©» بصورة مختصرة © بقولنا :تتساوى أضلاع المثلث اذا » وفقط اذا » تسباوتث 
زواياه . وبالرموز تكتب (! --»- ب )مرب -ح4> 1)أو بصيفة ثائية هي أ يمه ب. 
خاطية , 

وكيما نبني نظرية منطقية بصورة شكليةأو رياضية » لا بد من افتراض كلمات أو رموز 
بالرموز أ ») ب » ج » .... وتأخذ الرمرين /ا 2 للدلالة على المفهومين غير المعر فين هما التبادل 
أو الاختيار ) وألنفي ( أو النقيض ) . وسوفنقصد بالعبارة المركبة 1 --» ب العبارة1لااب, 
وسوف نفترض أن مجموعة العبارات المنطقية مع الرموز لا » ام حم نتخضع للنظام الآني 

| »- )؛!انأ1()١(‎ 

(؟)1 > رب 7و]) 

(؟)(الاب) > رب 187) 

(1()4 عيىن) --» ري *1«7)-» ربج في ب ) 


واضافة الى ما ورد 4 سوف ثفر ض صحة القاعدتين الآتيتين 2 ألأك عقافق أل ل : 


من الممكن التعبير عن أية عبارة | بعبارةاخرى » بسيطة أو مركبة » فى اى تعبير منطقي . 
58 تسمى بقاعدة التعو يض «مأتطفعطمسك 0ه علط 
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(؟ )هن العبارتين : 
[حعسسهة إن 1 


سمتنتج العبارة ب 8 وبتعبير آخر ؛ كلما هو مشترط بعيارة صحيحة تكون صحيحا . 
وهذه تسى قاعدة الاستئتاج ومعمدم كدلوك8 


زهما منيق ذكرة ) يمكن. بناء نظزية منطثيةتتبين خطوطها :مما ياتى من النظريات , 
نظرية | 
اذا كانت 1 نظرية ( صحيحة ) فتكون 1 /! انظربة ( صحيحة ) ايضا ٠.‏ 
البرهان : يستئتج من استخدام مصادرة( ؟ ) وقامدتي الاشتقاق . 
نظرية ١‏ 
اذا كانت 1 نظرية و ب أية عبارة ( بيسيطةأو مرككة ) فتكون 1 لا ب أظرية . 
البرهان : 
أ -->بي ل/!ا!| مصادرة (؟) 
أ صحيحة بالفرض 
ب 1٠7‏ قامدة الاستنتاج 
(ب17) ->» (ا لاب ) مصادرة (؟) 
الاب قاعدة الاستنتاج 
وهو المطلوب 
نظرية ؟ 
اذا فرضت العبارة ! لا ب فتصح العبارةب /19 . 
البرهان : واضح هن استعمال مصادرة( 7) وقاهدة الاستنتاج . 
نظربة »؛ 


أذا فرضت العبارة | »اب وكانتبح أبة عبارة فان العبارة ( رح ا1) خببدهيه 
رجالا ب ) صحيحة , 


نظرية م 


(ا سه ي) سس إلى سلبها )سه وبي هه ن) 
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1١م‎ 


رياضيات العصر 


البرهان * 
([ سههان) -» ري ا 1) »ري لاب » مصادرة 1 
(1إ هم ن)->»ن ةد 7 1) -ب»رىء لا ب ) قامدة التعويض 
ولكن ج !1 هي تعريف للصيفة بي > | وفيكون : 


نظرية " 
05 تر فين ساون سسا ن سهدي فتنتجالصسارة ا سهدي ( خاصية التعدى ) 
السرهان : 
(س ته من )س» و وست» بين )© ( و سس ص » نظرية ه 
زب س» ى ) له و] سه قي) سد»(] > بى م قاعدة التعو بض.ن 
ولكن ب --» بي بالفرض 
فيكون * 
(إ! جه )به (1 سه بى ) قامدة الاستنتاج 
ولكن | -->» ب بالفر ض 
فيكون :| سه ى قاعدة الاستنتاج 
وهو الطلوب 
نظربة ٠“‏ 
1711 
اللرهان : 
1-->»(الاب) مصادرة ؟ 
1 ل» (| نا ]) قاعدة التعو درش 
1[ /ام] هه | مصادرة ١‏ 
أ حه»م»]| فاعدة الاستنتاج 
06 بالتعريف 
تم المطلوب 


1١166 
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نظرية م 
ليرا 
البرهان : مباشر باستعمال النظريتين 68 ا. 
نظرية 4 
[ هم 
البرهان : 
ليا نظرية م 
ا قاعدة التعويض 
(حبضه 1ه باكفرات 
نظرية ١١‏ 


السلمعمل سم 


1 

البرهان : 
استعمل نظرية 8 وقاعدة التعويض ونظرية) ونظرية م وقاعدة الاستنتاج واخير! نظرية ا 2 
نظرية ١١‏ 


سمه ب ) سة» ريه 1 ) بالتعريف 
وهو المطلوب 
وبامكان المرء أن يستمر فى اثبات نظرياتعديدة اخرى على نفس الشاكلة . ولكن قد 


حساب العبارات برمته عديم الفائدة لان ذلك يعني امكانية البرهنة على صحلة أى تركيب 


1١م1‎ 





/اهآا 


رئاصيات المخجر 


غبارى . وفيما يأتي ستبرهن استحالة حدوثذلك . وبمعنى آخر »4 سوف نبرهن على أن 
ص 5.5؟1):- 


لنترجم الرموز العبارية! » ب » ج » ...الى متغيرات حسابية تأخذ القيمتيى صفرا أو 
واحدا » وتفسر العبارة ! /ا ب كحاصل ضربحسابي لقيمتى العبارتين الملكورتين كما نعتبر 
قيمة العبارة 1 تساوى صفرا اذا كانت قيمة !| تساوى واحدا والعكسس بالعكس . وهكدذا فان 
كل تركيب هبارى يقابل صيفة حسابية تاخذاحدى القيمتين . أو ١‏ . واذا كانت قيمة هذه 
العبارة تساوى صفرا » بصورة تطابقية » فنقولان قيمة التعبر الرمزى تساوى صفرا بصورة 
تطابقية . وبحسب هذا التفسي » نقول ان ابقصيغة مشتقة من المصادرات المفروضة تأخذ 
القيهة صفرا بصورة تطابقية لجميع قيم المتغيراتالتى تحتويها هذه الصيغة . وبذلك نحصل على 
نموذج فيه لستطيع تفسير جميع المصادرات ؛ أو فيه نصبح المصادرات علاقات حسابية صحيحة 
وفق ما يأتى : 

١ (‏ ) بماان الصيفة 171 ذات فيمةنساوى صفرا فان (191) > أو را107)110تكون 
قيمتها صفرالان 171 تاخل داثما قيمةأ, 


( ؟ ) أما المصادرة(؟) فيمكنكتابتها بالشكل1 لا (1 لا ب) وهي تأخل قيمة الصيفة (7 )١٠‏ 
لاب لأن الحاصل الحسابي تجميعي . وبذلكتكون قيمتها تساوى صفرآ ٠‏ 


(* )ان العبارة (1 لا ب) تأخذ قيمة(ب1978) وبالتالي فان (1 لاا با )ا 1ب 19!) 
حالة خاصة منالصيفة س لا س التى فيمتهاتساوى صفرآ دائما . ومليه فالمصادرة (") 
تاخذ القيمة صفرا! فى هذا النموذج . 


( 4 ) وأخيرا فبالدسية للمصادرة ( ؟ ) 4اذا كانت بج ب . »فأحد العوامل يساوى صفراً» 
واذا كانت ج ب ١‏ فقيمة ج 117 هى نفس قيمة !) وقيمة رج لا ب ) هى نفس قيمة ب وبذلك 
تصبيح قيمة صيغة المصادرة (]) تفن قيم ةالصيفة(1 لابه )2119ب وه ىأنضا حالة خاصةمن 
.هده الصيغ + 


ومن الجدير بالملاحظة أن الخاصية المذكورةآنفا تبقى صامدة خلال تطبيق قاعدتى التعويض 
والاستنتاج . فبالدسسة للقامدة الأولى » نلاحظان مدى القيم العطاة للمتغيرات لا يمكن توسيعه 
بتعويض تعبير هعين عن أى منها , وكذلك »؛فالئنسبة للقاعدة الثانية » عندما لستنتجالصيفة 
ص من الصيفتين س و سن لا ص للاحفل انخاصية امتلاك ااقيمة صفرا تنتقل من هاتين 
الصيغتين الى الصيغة المستنتجة . ولتوضيحذلك نبين ؛ بما أن الصيغة س تاخد القيمة 
صفرآ » فان قيمة س” تكون واحدا وبذلك تكون قيمة العبارة المركبة س /ا ص هى نفس قيمة 
ص . وهكذا فان ص »؛ وكذلك سس /ا ص » تاخذ القيمة صفرا دائما . وبتبين من ذلك تناسق 
حساب العبارات » اذ لو جال استنتاج نتيجتينمن نوغ س؛س » فعند التعويض فن س لانحصل» 
في كلتا الحالتين » على القيمة صفر . وبالاصحان نتجت القيمة صفرآ فى الحالة الاولى » فستنتج 
القيمة ١‏ فى الثانية . وبذلك يتم اثبات مدمامكانية الحصول على تركيبتين متئاقضتسين 
باستخدام المصادرات وقاعدتى الاشتقاق ٠.‏ 


ا١مو/‎ 
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ولبقي السؤال الآتي جديرا بالاأهتمام : هلان النظام الذى بنى عليه الملطق مستقل ؟ 
وللاجابة عليه نستعرض المصادرات واحدة بعداخرى ونأتى بنماذج تثبت استقلال كل منها : ب 

(1 ) لنفرض أن المتغيرات العباربة تأخذالقيم . » ١‏ ؛ ؟ (معيار ؟ ) وأن 7 ترمز لعملية 
الضرب الامتيادى . وكذلك نفرض أن 1 ب .عندما !ا ١‏ والعكس بالعكس © وأن 5 بل ؟ 
علندماآأ ب ؟ . وعند التحليل نلاحظ أن كلا" من التعابير 1 /! | والمصادرات (؟1) ©»(” ))()) 
تلتسج دائما القيمة صفرا وآن هذه القيمة تنتقل »بتطبيق قاعدتى الاشتقاق »2 الى جميع النظريات 
المستنتجة منها . ولكن التعويض عن 1 - ؟ فالمصادرة ( ١‏ ) يحصل (5ين” ) يو ؟ د .يا 
| ير ؟ -؟ ك2 صفرا وهذا بثبت استقلالالصادرة )١(‏ , 


(؟) لنفترض أن المتفيرات | ؛ ب »4 جح »؛ . . . , تأخل القيم . © | 542 2" بحسب 
جدول الضرب الآتى : 

خا حص ب نااع ‏ باصا بلاس . © أاعر أ ص | بر ؟ ع ! ير #8 ب | ) 

؟ يعر ؟ -5 54 15# -415؟ بر# م" وأن قالون الابدال صحيح أيضنا ٠‏ 

كذلك نفرض أن 115 ص . 4غ ص 825641 2" د ؟. 

ومن السهولة بمكان التأكد من كون المصادرات (١))؛‏ ("ا) 4( )4 وحتى الصيفغة1 /ا1 
تأخذ كل منها القيمة . أو ؟ » بينما نجد أن المصادرة ( ؟ ) ناخد القيمة ١‏ عندما تكون 71ب ؟ © 
ب ب ١‏ » الأمر الذى بثبت استقلال المصادرة (؟ ) . 

ولاثبات استقلال المصادرة ( ؟ ) نأتى بالنموذج الآنى : 

أتص. ).ةس )2 5 . © 78 با ؟ 4 وكذلك : 

اجا مص انا اص عن ؟ ع اير ؟ ع ير ا ؟ يري كه" ير سات 

ا مادا !4؛اير؟ د 5 عراعس؟)؛ابر؟ د ؟9ير ا يم 

١‏ ع" -2. 92 ير ؟ 5 2 ؟ بجر ل 32 ير" لكا 

نلاحظ أن المصادرات!( ١‏ ) 6 (؟ )4 (» )تأخل القيمة صفرا! ؛ بيئما تأخد المصادرة ( "م ) 
القيمة ؟ عندماا ب ؟ )ب بم "# , 


واخيرا لاثباث استقلال المصادرة ( ؟ ) نفرض أن المتغيرات المنطقية تاأخل القيم . »2 41 ؟ ) 
* وأن: 


أصداء - 54 -29*” ب . )وكذلك : 


ديو ماك مهن كه 1 مودت حا ميو ]ف 11 يود ا« با يرن لي فاخيو ال و لايك 
1# عقو ؟ دم .6 
7 5240:: ا 


فنجد أن المصادرات (1) ٠2‏ 7؟ )© (8 ) تلتج القيمة صفرا » بيئما تنتج الصادرة 20 ) 
القبعة ؟ غندما لضع 1ك 7 )بدت :© حدى + © وبدلك .يكمل البرهان . 
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وكيما نتعر ف على بع التوسعات التى طرات على المنطق الرمزى ؛ نود أن نختتم هلله 
الدراسة بتعميم الملطق ذى القيمتين على الوجهالآتى : 

أن مجموعة حلول اللمعادلة س . سن بد سر لي (( ل م أ كاه ويأخدذ هاتين القيمتين كقيم 
ممكنة للعبارات الواردة فى المنطئ. الأرسطى »#حصلنا على ما بسمى بالمنطق ذى القيمتين . ورآينا 
القيمة صفرآ تعبر عن كون العبارة التى ترمز لهاخاطثة » بيئما تعبر القيمة ١‏ عن كون العبارة التى 
ممكنا ان تأخل العبارة ثلاث قيم بدلا" من قيمتين؛ وعما اذا كانبالامكان تأليف عبارات منطقية مركبة 
من عبارنين أو أكثر بالاستعانة بالروابط المنطقية.فى الواقع » لا بوجد ما يمنع » من الناحية العقلية) 
أن تكون العبارة صحيحة أو خاطئة أو ليسست صحيحة ولا خاطئة . والعبارة « المشكوكة » » 
من هذا النوع » بمكن أن يرمز لها بالقيمة ١/‏ كمارمزنا للعبارةالصحيحة بالرمز ١‏ وللعبارةالخاطئة 
بالرمز صفر ٠‏ 

وعند ربط عبارتين أ » ب للحسول على عبارة مركبة توجد نسعامكانيات يمكن للعبارة المركبة 
ان تأخكد أيا منها قيمة اها . واذا كانت العيارةالمركتة مؤلفة من ثلائة متغيرات »© فهناك لا؟ قيمة 
للعبارة المركمة ٠‏ 

(15) 1ع 1-1» 

(8105م بصغ (!؛ ب ) حيث صغيرمز لصغرى القيمتين » 

( # ) الاب ب كب (1» ب) حيث كبيرمز لكبرى القيمتين ) 

()) [سدته بابب ١‏ اذا كان | أقل أو سساوى ب 


ان التعاريف آنفة الذكر » المعطاة للنفى والمطف والتبادل والاشتراط » تصح لمنطق فيه 
تأخل العبارة ن اكبر أو بساوي 7 من القيم 0 )ص 757 ) :لس 














وبذلك نحصل على منطق ذى ن هن القيم وهو توسيع للمنطق الألوف ذى القيمتين . وى 
الصحة أو ما تسمى تحصيل حاصل م010 
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